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授课时间 第十六—十七周 授课顺序 第 16-17次课

课程类型 理论课、应用课 学时分配 6学时

方法手段 讲授法、讨论法、练习法 使用教具 PPT

章节名称 第六章 数学美学

教学目的

要求

1. 了解数学美，以及数学教学中美学和美育研究发展现状。

2. 掌握数学美的特征。

3. 掌握数学美的教学功能。

4. 掌握培养数学美的途径。

教学重点

难点

重点：掌握培养数学美的途径。

难点：掌握数学美的教学功能。

教学过程

教学内容及步骤 备 注

讲授新课内容、步骤：

第一节 数学美概述

一、关于数学美

美学是研究人们对现实审美关系的一门科学，它是一种研究艺术中审

美问题的哲学思辨．我们所谓的数学美学，是指利用审美的观念对数学的

一种哲学研究。

在数学史上，许多著名的数学家都对数学发表过有关美学方面的论

述，但是把美学看作一种方法，并研究它与数学思维、数学方法之间的关

系却是近代才发展起来的。

从一般意义上讲，美有客观性也有主观性，所谓美的客观性是指美具

有一种客观的属性。同时，美也有主观性，所谓美的主观性就是审美的主

体，即审美者自身，这其中包括审美者对美的感受水平，审美者对美的鉴

赏以及对美的创造。

1. 数学美学的研究内容

（1）数学美的存在

（2）数学美的感受与反映

（3）数学美的创造与追求

2. 数学美的类型

（1）结构美

（2）语言美

（3）方法美

3. 数学观与数学教育观

（1）数学是一种文化，它有丰富的人文价值和美学价值；

（2）数学教学要和数学的审美结合起来，使数学教当过程既是学生

数学知识的学习过程，又是对数学美的鉴赏过程。

4. 数学美的功能

（1）数学美可以激发数学学习动机
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学习动机是学习积极性的始动因素，是学习者为了满足某种需要而主

动参与数学活动的心理状态。

而学习兴趣是学习动机中最活跃的成分，它是渴望获得数学知识而积

极参与的意向活动。

要让数学美走入数学课堂，以美引趣、以美启智、以美育人。

（2）促进数学教学改革

我国教育的目的是使学生德、智、体、美、劳全面发展，因此在数学

教学中加强审美教育是非常必要的。从理论和实践两个方面研究数学美与

数学教学的结合，是对促进数学教学改革的有益尝试。

5. 数学美何以感受

数学美是“在人类社会实践中形成的人与客观世界之间，以数量关系

和空间形式反映出来的一种特殊的表现形式，这种形式以客观世界中的

数、形与意向的融合为本质。如平面图形中最美的是圆，三维空间中最美

的是球，这种全方位对称的客观事实，与人的追求对称的意向一致了，融

合了所以才感到美。

6. 数学美的不同界说

（1）徐本顺从数学方法论的角度提出“数学美是一种人的本质力量

通过宜人的数学思维结构的呈现”。

（2）卢锷提出“数学美因说”，他在对数学美感和数学美进行分析之

后认为，数学美是一种理性美、智慧美，具有最纯净的思辨特征，在理性

的更高层次上显示了创造的本质力量，这就是数学美的实质。

（3）张雄从分析数学美的根源入手，认为数学美来源于生产实践，

而生产实践是合规律性和合目的性的统一，最后得到数学美是“数学创造

自由形式”的结论。

（4）张奠宙教授曾经说过：“数学美，乃探究之美，这对于每个学过

数学的人来说，都是深有感触的。一道数学题目的解决，一个定理的发现，

一个猜想的证明，是多么的令人激动与陶醉啊！”

（5）英国著名数学家哈代写道，“数学美很难定义，但它却像任何形

式美一样真实，……它是一种形式高度抽象的美，一种只有亲历数学活动

过程才能体验得到的内在美，这是一种逻辑形式、结构与证明的美，一种

只有经过长期艰苦探索之后才能领略的美”。

（6）……

综上，近十几年我国对数学美的定义，大体有以下几种说法：① 数

学美在于自然界本身或自然界的规律性；② 只有通过“真”与“美”的

关系的分析，才能真正说明数学美的本质，即真与善的统一；③ 数学美

是一种人的本质力量，通过宜人的数学思维结构的呈现；④ 数学美是数

学家通过数学实践活动，使自己本质力量“对象化”了；⑤ 数学美是数

学创造的自由形式；⑥ 数学美的本质在于序。

二、数学教学中美学和美育研究发展状况

1988年，在匈牙利首都召开了第六届国际数学教育会议，此次会议以

《数学教育与文化美》为主题。与会者一致认为“数学教育还必须将数学

中所固有的美展示给学生，使学生不仅获得知识，而且还应受到美的熏

陶。”

1991年 6月 21-24日，由中国自然辩证法研究会数学哲学委员会主持
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在西安召开了全国首届数学美学会议. 出席会议的有来自全国十多个省

市的数学研究者、数学教育工作者和自然辩证法者共 28人，提交学术论

文 20余篇，由此可见，对数学美学的研究方兴未艾。

2001年，在清华大学 90周年校庆时，著名理论物理学家、诺贝尔奖

获得者、清华校友杨振宁报告的题目就是《美与物理学》众所周知，数学

是科学的皇后，人们在对科学美的探究之中，数学美必然要成为审美追求

的目标。

2002年世界数学家大会期间，大会的组织者原中国数学会理事长张恭

庆认为，无论是书本上的、文献中的，只要是好的数学工作一定是美的。

我国数学美的研究是在徐利治教授的倡导下开始的，徐利治先生认

为：创造力＝有效知识量×发散思维能力×抽象分析能力×审美能力。

张奠宙在 2001 年指出，自徐利治先生提出数学美的概念以来，国内

论述数学美的论文层出不穷。许多数学学者已经开展了数学美的多方面研

究，取得了丰硕的成果。比如：① 概括了数学美的三大要素：和谐性、

简洁性、奇异性；② 初步建立了数学美学学科；③ 把数学美和数学课堂

教学结合起来的研究等。

第二节 数学美的特征

一、对称、和谐

对称、和谐是数学美的基本内容，它给人们一种圆满的匀称的美感与

享受，其实质是数学中对立统一的概念、运算、命题、图形等在结构与形

式方面的体现。

1. 对称

几何中的对称图形与变换是明显对称的，从简单的圆、椭圆、心脏线

到各类几何变换群都具有鲜明的对称性，这些对称性是数学形式美的表

现，它直观给人以美的享受。

然而数学中还有更多的是基本概念、定理、法则的对称性，是与非对

称性相联系的对称矩阵、线性空间等，都是一种均衡的对称美。

在数学解题中，经常会运用对称原理解题，正如波里亚所说：“在数

学题设条件里地位相同的未知量，可以想象它们在解答中的地位也相同，”
数据和条件里的对称性不仅仅被求解对象所反映，而且为求解过程所反

映。（例 2）
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2. 和谐

和谐是指事物之间按一定规律联系、匀称、有一定秩序以及明确的变
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化规律，天文学家开普勒在他的名著《世界的和谐》中就指出：“现代宇

宙学的发展证明，从某些角度看，我们的宇宙也是个‘简单、和谐’的体

系。”

和谐包含着对称，它是一种内在美，波浪滚滚的正弦曲线，欲达不能

的渐进线，翩翩起舞的蝴蝶定理，它们在和谐中动静结合，富有诗情。

数系的扩充，一次又一次矛盾的冲突和解决，都在新的基础上形成新

的和谐。

初等数学中的对称、和谐美的典型例子要算黄金数及其应用。
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二、简单、明快

简单、明快既是数学美直观显现，又反映数学的内在美，数学语言本

身就是最简洁的文字，同时反映客观规律极其深刻。

许多复杂的客观现象，总结为一定的规律，往往呈现为十分简单的公

式。

开普勒行星运动第三定律
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电磁波的传播、气体的不定常流动和超音速定常流动等都可以用双曲型方

程描述，可谓精美。
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数学中有各种算子，引入之后使得公式变得如音符排列的歌曲一样，
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简洁又优美动人。我们看哈密顿算子
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矢量分析这门研究流体力学、电动力学的重要基础学科，变得可以用

十几个公式加以概括。

追求简单、明快也是数学发现的重要因素之一。追求第五公设的证明

与问题求解，导致了罗巴切夫斯基几何的诞生；代数运算中乘法与幂的运

算，乃是加法（相同加数）与乘法（相同因数）的简化；二进制是从逻辑

关系的简单型考虑中所引出的结果……

三、严谨、统一

严谨、统一是数学美的重要特征。欧几里得的几何体系被称为“壮丽

的结构”，鼓舞了百万青年人向科学堡垒进军。数学结构多样，但又常统

一于某公理、公式之中，平面几何中的相交弦定理、割线定理、切线长定

理都统一于圆幂定理之中。引入极坐标后，椭圆、双曲线、抛物线统一于

如下公式之中。
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1. 严谨

方程论是一个古老而又重要的数学体系，16世纪意大利数学家曾成功

地找到了根式解三次方程和四次方程的公式，于是数学家们又致力于研究

五次方程的根式解法，但却均未考虑“根是否存在”的问题。1799年，高

斯在博士论文中，第一次严格地证明了“每个 n 次方程至少有一个根”。

这是数学史上第一个一般性地存在性定理，并在方程论的基本问题上揭示

了代数方程的统一性。

2. 统一

数学研究中的“不变性”原则，也是统一性思想方法在数学研究中的

一种深刻体现，如克莱因对各种新几何学的发展进行总结，提出了各种几

何系统在结构上的一般原则。

1872年，克莱因在爱尔兰根大学做了一个闻名于世的报告，就是著名

的“爱尔兰根纲要”。克莱因在这里用变换群的观点作为几何学分类的基
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础，由此而用群论观点统一了几何学，指出几何学是一个有机的整体，无

论是欧氏几何、仿射几何与射影几何等，都是由某种变换群所决定的，并

且各种几何学派都各自独立地发展着，但又都在变换群之不变量的意义

下，达到了完美的统一。

数学严谨、统一的美还在于它源于自然又高于自然，成为数学发展的

方向之一。比如几何空间，通常说的现实空间是三维空间，但是引进时间

t 之后出现四维空间，研究刚体运动出现六维空间，引进无穷远元素和射

影变换，导出射影空间．欧氏三维空间可以推广到 n 维空间以至无穷维

空间。近代数学还出现各种函数空间、向量空间、罗氏空间、犁氏空间、

代数空间、拓扑空间等。

这些“空间”的数学认知，仿佛是一个个经过精致加工的象牙雕品，

比原始材料不知优美多少。从结构的统一性来认识，在空间中赋予各种量

的结构，便形成不同的空间，如赋予向量与内积结构就形成欧氏空间、赋

予向量结构就形成向量空间、赋予代数结构就形成代数空间等。这样，各

空间又在赋予某种结构的意义下统一起来。

四、奇异、突变

奇异、突变是数学美的重要表现，它反映了现实世界中非常规现象的

一个侧面，给数学的发展带来了新的活力。数学中奇异美，颇有一点“出

乎意料”和“令人震惊”的意味。这种奇异美与前述的统一美之间，是一

种对立统一的关系，必须把这两个相互对立的方面结合起来，以能在新的

层次之上达到更高的统一。

高斯曾对素数的分布作过猜想：素数个数的平均分布

n
An

（An 表示 1,2,∙∙∙, n 间素数的个数）可用对数函数来描述：
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这是一个十分卓越的发现，人们惊讶的是表面上看来毫无联系的两个

数学概念，竟然如此密切地沟通起来了，为了证实这一优美神奇的猜想，

从高斯提出猜想到完全证明，数学家们花了近百年的时间。

数学分析中主要研究连续函数。起初，数学家以为“连续函数至少在

某点处可微”，然而魏尔斯特拉斯 1860 年却找到一个奇特的函数，它处

处连续但处处不可微。这个例子不仅澄清了对函数概念的模糊认识，而且

使分析基础更严密化。

魏尔斯特拉斯(Karl Theodor Wilhelm Weierstrass ; 1815–1897)函数是一

类处处连续而处处不可导的实值函数。魏尔斯特拉斯函数是一种无法用笔

画出任何一部分的函数，因为每一点的导数都不存在，画的人无法知道每

一点该朝哪个方向画。魏尔斯特拉斯函数的每一点的斜率也是不存在的。

历史上，魏尔斯特拉斯函数是一个著名的数学反例。魏尔斯特拉斯之
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前，数学家们对函数的连续性认识并不深刻。许多数学家认为除了少数一

些特殊的点以外，连续的函数曲线在每一点上总会有斜率。魏尔斯特拉斯

函数的出现说明了所谓的“病态”函数的存在性，改变了当时数学家对连续

函数的看法。

后来又有人发现，存在着黎曼可积而又具有无穷多个间断点的函数，

这无疑是一种奇特美。相对于连续的数量形式而言，离散的数量形式显得

新颖而奇特，并由此而促进了对于离散数学的发展和研究。现在，离散数

学成为计算机科学不可缺少的工具。

突变相对于连续性而言，也体现出一种奇异美。法国数学家托姆运用

微分映射的奇点理论去研究自然界中的非连续的突变现象，终于导致了突

变理论的诞生和发展。

还有一个十分有趣的例子是蒲丰用投针求 π 的近似值。1777 年某

日，蒲丰突发奇想，请许多宾朋来到家里，做了一个奇特的试验。他事先

画好了一条条有等距离的平行线的白纸，铺在桌上，又拿出一些质量均匀

长度为平行线间距离一半的小针，请客人把针一根根随便扔到纸上，蒲丰

则在一旁计数，结果共投 2212 次，其中与任一平行线相交的有 704 次，

蒲丰又做了个简单除法

L = 2212/704 = 3.0142，
然后他宣布这就是圆周率元的近似值。

蒲丰还说，投的次数越多，越精确，这个试验的确使人震惊，π 竟然

和一个表面看来风马牛不相及的随便投针试验有关，从几何概率的知识很

容易求出 n/v ≈ π（其中 n 为投掷数， v 为相交数）。计算 π 的这一方法，

不但因其新颖、奇妙而让人叫绝，而且开创了偶然性方法去作确定性计算

的前导，充分显示了数学方法的奇异美. 培根说得好：“美于独特而令人

惊异，奇异与和谐是对立的统一，数学中出人意料的反例和巧妙的解题法

都令人叫绝，表现出奇异的美，闪耀着智慧的光芒。”

第三节 数学美的教学功能

一、有利于激发学生的学习兴趣
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爱美是人的天性，美的事物能唤起人的精神愉悦，在数学审美教学中，

教师利用生动的材料，以数学美的魅力拨动学生爱美的心弦，使他们在享

受数学美的同时，坚定他们学好数学的信心和决心，并产生发现和识别数

学真理的灵感，从而进一步激发他们学习数学的兴趣。

二、有助于提高学生的思维水平

数学美与数学思维有着密切的联系。正如著名科学家钱学森所说：“美

是主观实践与客观实际交互作用以后的主观客观的统一。假如做到了这一

点，那么人就感到是美的。而这种相互作用是通过思维来实施的。所以，

研究美学当然对思维科学是有启发的，而思维科学的成就也会有助于美学

的研究。”

数学美对数学家的数学发现在动力、方法、思维诸方面都有巨大的作

用，所以研究数学美是十分必要的。

正如彭加勒所说：“没有一个高度发展的美的直觉，就不可能成为伟

大的数学发明家”。
数学审美教学有助于发展学生的数学直觉思维。法国数学家阿达玛和

庞加莱共同认为，数学发明创造关键在于选择数学观念间的“最佳组合”，
这种“最佳组合”往往是依靠“美的直觉”作出的。

数学美所具特征（简洁性、对称性、统一性等）正是数学观念间的“最
佳组合”。因而，正如钱学森在《关于思维科学》中所说：人们的审美与

数学的直觉思维在数学美的基础上是统一的；审美和数学的直觉思维在追

求数学真理的功能上是统一的；并且由现代脑科学的研究成果可知，人的

右半脑是管审美和直觉思维，因此，审美与数学直觉思维在生理机制上也

是一致的。

人对美的事物有一种“似本能”的向往，这是美在各种发明过程中的作

用，数学美能吸引人们在各种组合中选择“最佳组合”，这是数学美在数学

发现中起作用最关键之所在。而这种作用往往以直觉思维、尤其以顿悟的

形式出现在人们的思维过程之中。

数学审美教学有助于发展学生的形象思维。数学美具有形象性的特征.
如一个处处对称的圆、等边三角形、平行线、符合黄金分割的矩形，都是

优美的图形，有着明显的形象性；数形结合的解析儿何，给人们以动态的

优美的形象等，另外，数学审美教学还可以培养学生的联想思维能力、发

散思维能力，从而培养学生的数学创造力。

三、有助于培养元认知能力

元认知是个人对自己的认知加工过程的自我觉察、自我评价、自我监

控. 简单地说，元认知就是关于认知的认知。数学家庞加来认为：“数学

的美感、数和形的和谐感、几何学的雅致感，这是一切真正的数学家都知

道的审美感……正是这样特殊的审美感，起着……微妙的筛选作用。”这
里所说的“筛选”是指数学创造过程中的选择。

数学家阿达玛（ Hadamard ,1989）指出，数学家往往是根据审美感来

选择自己的研究方向，他们常常依据美感对理论的意义作出判断。因此，

从元认知的角度来说，数学美作为一种“体验”，它可以增强个体的创造力，

增加数学创造过程中选择的速度和准确性；作为一种“监控”，数学美为创

造活动指明了方向，因此，数学审美教学能引导学生进行自我监控，培养

元认知能力。
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四、促进学生的全面发展

数学审美教学可以促进学生的全面发展。正如马克思所说“未来的社

会是人的全面发展的社会。” M．克莱因在《数学必然的丧失》中写到：

“音乐能激发或抚慰情怀，绘画使人赏心悦目，诗歌能动人心弦，哲学使

人获得智慧，科学（狭义）可以改善物质生活，而数学却能提供以上的一

切”。

人类文明的创造离不开数学，有数学教育就有数学美育。因此，数学

美育是整个人类教育的一个重要组成部分，他可以丰富美化人们的智力生

活和科学美学理想，发展人们对数学的兴趣与爱好，培养人们的审美情趣、

审美意识，提高人们对数学美的鉴赏力、创造力，激发对事业的忠诚与向

往、对真善美执著的追求。

第四节 培养数学美的途径

一、挖掘“数学美因”，向学生渗透数学美

马克思说“人是按照美的规律来建造的。”

用在数学教育上可以理解为，只有用数学美的规律来培养学生，才能

培养出完美的、全面发展的学生。

徐利治曾研究过数学美的具体含义，他提出：“作为科学语言的数学：

具有一般语言文学与艺术所共有的美的特点，即数学在内容结构和方法上

也都具有其自身的某种美，即所谓数学美，数学美的含义是丰富的，如数

学概念的简单性、统一性；结构系统的协调性、对称性；数学命题与数学

模型的概括性、典型性和普遍性；还有数学中的奇异性等都是数学美的具

体内容。”概括地说，数学美的主要标志与形式有简洁性、和谐性与奇异

性。

数学蕴含着丰富的美：有符号、公式和理论概括的简洁美与统一美，

图形的对称美，解决问题的奇异美，以及整个数学体系的严谨和谐美与统

一美等，但是学生未必能感受到这些美，这就要求教师在教学中能够把这

些美育因素充分挖掘出来，展示在学生面前，让学生真正体验到数学之美。

1. 展示数学内容结构的美

在教学中向学生展示数学在其内容结构上的美，通过数学中精美的图

形，奇妙的或统一的式子，有趣的数学关系比例，结构的匀称和协调，命

题或定理的关联，统一与对偶、奇异等形成美学思想，引起学生的最佳学

习动机，激发他们的学习兴趣。

在教材中随处可见的一对对的对立统一体，正数与负数、常量与变量、

实数与虚数、有限与无限、近似与精确、偶然与必然。这正是自然界事物

变化发展规律的反映，这些对立统一的矛盾，在数学上构成不同层次、不

同旋律的乐章。

2．领悟数学解题方法的美

数学问题，浩如烟海，求解时很难找到一定的程式，有时，在“美的

号召”下，凭借美的感受，领悟问题显露的美，并以此为思维向导，另辟

蹊径，常可获得别开生面的妙解。

（1）运用简单性思想寻求问题的最佳解答。

（2）运用和谐性考虑，对命题作类比推广与引申，从而发现新问题。

（3）利用对称性考虑，辩证使用集中思维与发散思维，定向思维与



11

逆向思维对立统一的思维方式。

（4）利用奇异性的考虑，进行突破常规的创新、探索、猜测、发现。

3．鉴赏数学史的美

数学史中蕴含丰富的美学内容，在教学中引导学生鉴赏数学美，适时

地利用数学家追求数学真善美的故事和数学历史长河中“美丽的数学事

件”来感染、激励学生，使学生了解到人们对数学美的追求促进了数学的

发现。

例如，著名数学家陈景润在上中学时听到他的老师讲到“哥德巴赫猜

想”问题之后，就下定决心要摘取这颗数学冠上的耀眼明珠，他历尽了千

辛万苦，于 1966年 5月证明了 1+2”，居世界领先的位置，是什么力量使

他战胜困难取得成功呢？首先是他的老师用数学的奇异美刺激了他，使他

产生了兴趣，正如陈景润所说：数学是一门“极其生动有趣的科学，……

揭开它的严密逻辑性及高度抽象性这层面纱，我们会看到表面上枯燥无味

的数学有着一张趣味无穷的面孔。”他的“1+2”论文，当时有 200多页稿

纸，为了追求数学的简洁美，陈景润不满足他的现有成果，又用了 7年的

时间简化他的证明过程，直到 1973年才全文发表了“1+2”的论文，即《大

偶数表为一个素数及一个不超过两个素数的乘积之和》。

又如，讲述古希腊著名数学家阿基米德对数学的执著追求，当罗马士

兵闯进他的房间，要用剑杀死他时，他若无其事地蹲在地上画几何图形，

竭力要从那图形中寻求美好和宁静，并坦然地对士兵说：“请等一下杀我

的头，让我把这道几何题证完。”

在教学中还可以展示所教内容的历史背景，恰当地穿插一些数学史

料，从再现数学发现、生成过程来激发学生的学习兴趣，使学生学会用审

美的眼光去鉴赏丰富多彩的数学文化。

二、利用现代信息技术，优化数学审美过程

在教学上，现代信息技术的应用改变了传统的数学教学方法，而数学

审美教学与现代信息技术的结合更是体现了巨大的生命力，优化了数学审

美过程。

利用现代的教育技术手段使得从前的数学美方面只能展示静态的美

（抽象美、简洁美），变换成为动、静结合的美：由简导致奇，由奇产生

美（美感），由美通向真，而简、美、真的变化过程，反映了数学动态的

美，揭示了美的规律。

数学教学中的美育，在中学数学教材中好多内容都反映了数学美的特

性，这就需要我们去进行选取，加以适当处理，在举例时也应有意识地选

取能反映数学美的实例，图中（下一页）的雪花曲线是最简单的分形图形，

它是通过使用几何画板来展现数学美的例子，反映了整体与局部的数学思

想，最特别的是分形的对称，它既不是左右对称也不是上下对称，而是画

面的局部与更大范围的局部的对称，显示了数学的对称美。

利用现代信息技术使教学过程更加直观形象，可以实现动与静的相互

转化；可以运用网络和学生一起寻找数学美的例子；可以利用计算机平台

进行师生间双向交流，使学生的思维更加活跃，有利于培养学生的创新意

识，有利于学生创造数学美．

如动态地演示正余弦函数综合变换的过程（见 PPT），使学生领略到

数学的变化美、和谐统一美，从而培养学生感受转化、分类、数形结合、
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运动变化等思想方法，使其掌握从特殊到一般、从具体到抽象的思维方法，

从而达到从感性认识到理性认识的飞跃。

三、让学生在“做数学”的过程中体验数学美

数学课程标准中特别重视在数学教学中开展数学活动、数学探究、数

学实验、数学建模等开放性和实践性的学习方式。从数学审美的角度来看，

这些方式有利于学生在“做数学”的过程中获得数学美感。

例如，数学游戏就是一种广受欢迎的数学活动，国内和国外的数学教

育界都一直注重对数学游戏及教学进行研究，其中一个重要的原因就是数

学游戏能把数学对象中隐含的静态的美学属性，通过在某种特定的数学活

动过程中表现成直观的、具体的、形象化的、活生生的动态的美学形象，

使学生在感知数学美的同时，还能体验数学美，产生数学美感。

（继续玩一次笔画游戏吧）

课后总结：

思考

与

实践

1. 复习

2. 课后习题


